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NYOLCADIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Szilvi felirt egy pozitiv egész szamot a papirjara, majd felirta a 3-szorosat is. Azt vette észre, hogy
a kisebb szam jegyeinek Osszege éppen 3-szor akkora, mint a nagyobb szam jegyeinek az Osszege.

(a) Bizonyitsd be, hogy a kisebbik szam oszthaté 9-cel.

(b) Mutass példat ilyen szampérra.

Megoldas. A nagyobb szam oszthaté 3-mal, igy szamjegyeinek Osszege is oszthatd 3-mal.

Ennek haromszorosa igy oszthato lesz 9-cel.

Ez éppen a kisebb szam jegyeinek Osszege, tehat ez is oszthato 9-cel.

Igy a kisebb szam is oszthaté 9-cel.

Ilyen szamparra sok példa van. Néhany ezek koziil: (6777,20331), (26667, 80001), (7037037;21111111).

Megjegyzés. Hogyan lehet egy ilyen szampart talalni?

A nagyobb szam is oszthatd 9-cel, azaz a szamjegyek Osszege legalabb kilenc, igy a kisebb szém
szamjegyeinek Osszege legalabb 27. Probaljuk meg elérni, hogy a nagyobb szam szamjegyeinek 6sszege
9, a kisebbé 27 legyen. Keressiink olyan szamokat, aminél a szamjegyek Osszege sokat csokken, ha
megszorozzuk harommal.

Egyjegyt szamok koziil a 7 ilyen, mivel a haromszorosa 21. A szam végén az 1-es mindenképpen meg-
marad, de a tizesek helyén a 2-es 0-va alakithato, ha egy 6-ost irunk a 7-es elé, mivel a 67 haromszorosa
201. Hasonld modon irjunk még két 6-os a szam elejére, ekkor a 6667 haromszorosa 20001. Ahhoz,
hogy 27 legyen az Osszeg, még egy 2-est kell a szam elejére irni, és ekkor a szdm haromszorosa 80001,
aminek a szamjegyeinek Gsszege 9. (Ez itt ttinhet szerencsének, hogy pont 9 lett az Gsszeg, de az itt
segitett, hogy a szam 9-cel oszthato, igy a szdmjegyek Osszege 9 vagy 18 lehetett, viszont a 18-t6]1 még
messze voltunk, igy varhato volt, hogy a 9-et fogjuk megkapni.)
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2. Igaz-e, hogy minden 10-zel nem oszthat6é pozitiv egész szamnak van olyan tobbszordse, amely
ugyanolyan szamjeggyel kezdddik, mint amilyennel végzédik?

Megoldas. A 0 minden pozitiv egésznek tobbszorose, és 0-val kezdddik, 0-val végzidik.

A feladat kitizésekor a szerzdk az aldabbi kérdésre gondoltak: igaz-e, hogy minden 10-zel nem oszthato
pozitiv egész szamnak van olyan pozitiv tobbszordse, amely ugyanolyan szamjeqqgyel kezdddik, mint
amilyennel végzddik? Ekkor is igen a vdlasz, a tovabbiakban ezt bizonyitjuk.

Legyen n egy 10-zel nem oszthatd szam. Tekintsiik az n, 11n,21n,31n,... sorozatot. Ennek tagjai
mind ugyanarra az A # 0 szamjegyre végzédnek.
Legyen k olyan egész, amelyre 10* > 10n. Ekkor A-10* és (A +1) - 10* kozé esik biztosan egy B tagja
a sorozatnak, hiszen a sorozat szomszédos tagjainak kiilonbsége 10n, viszont A - 10% és (A + 1) - 10*
kiilénbsége 10*, ami nagyobb 10n-nél.
Ez a B szdm n t6bbszorose, tovabba elsd és utolso jegye is A.
Masodik megoldas. Legyen n egy tetszéleges pozitiv egész szam, amelynek utolsé szamjegye nem
0. Az alabbiakban mutatunk egy lehetséges modszert az n egy ilyen tobbszordsének legyartasara.
Jelblje n utols6 szamjegyét A, ami a feltevésiink szerint nem 0.
ElGszor keressiilk meg n egy olyan tobbszorosét, amely A szamjeggyel kezdddik. Legyen tovabba n
szamjegyeinek szama k, ekkor

10" =100...0 > n.
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k db

Ezért AQ0 ... 00-t61 kezdve A99. .. 99-ig (azaz A-10*-t6] kezdve (A - 10% + 10¥ — 1)-ig) taldlunk tobb,

k db k db
mint n darab egymast kovets szamot, melyek mindegyike A-val kezd&dik. FEzek kozott biztosan van

legalabb egy n-nel oszthato, ezt jeldlje b.

Tehat b egy A szamjeggyel kezd6dd, n-nel oszthatd szam.

Irjunk b végére k darab 0-t, azaz szorozzuk meg 10*-nal, majd a kapott szamhoz adjuk hozza n-t, igy
kapjuk a c szamot (azaz ¢ = b-10F + n).

Belatjuk, hogy az igy kapott ¢ szam teljesiti a feladatban megfogalmazott elvarasokat.

e ¢ oszthatd m-nel, hiszen b oszthatd n-nel,
és ez megmarad a 0-k végére irasanal és az n hozzdadéasanal is.

e c elsG szamjegye A.
Ugyanis b - 10¥ utols6 k szamjegye mind 0, ezért a k-jegytd n szam hozzdadasa csak az utolso k
szamjegyen valtoztathat. Azaz c els§ szamjegye megegyezik b elsé szamjegyével.

e c utols6 szamjegye szintén A, hiszen b - 10* utolsé szamjegye 0,
ezért c utolsd szamjegye megegyezik n utolsé szamjegyével.
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3. Egy négyzetracsos papirra rajzoltunk egy haromszoget, amelynek minden csicsa racspont.
A haromszog teriilete egész szami racsnégyzet teriiletével egyezik meg.
Bizonyitsd be, hogy van olyan oldala a haromszognek, amelynek a felez&pontja is racspont.

Megoldas. A megoldas soréan a racsvonalakkal parhuzamos egyeneseket vizszintesnek, illetve fiiggs-
legesnek nevezziik. A hosszisagokat és a teriileteket minden esetben a négyzetracs egységei szerint
mérjiik.

A haromszog mindegyik oldalara kifelé rajzoljunk egy olyan derékszogld haromszoget, amelyiknek
befog6i parhuzamosak a négyzetracs vonalaival. Ezeket a haromszogeket szinezziik sziirkére.
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Az a oldalra rajzolt haromszog vizszintes befogdjanak hosszat jelolje x,, fligg6leges befogdjanak hosszat
Ya; hasonloan definialjuk xy, yp, ., y. értékeket. (Ha a haromszog valamelyik oldala parhuzamos a
racsvonalakkal, akkor tekintsiik tigy, hogy a haromszog egyik befogdja és igy a haromszog teriilete is
0. Ha pl. a vizszintes, akkor x, megegyezik a hosszaval, mig y, = 0.)

A befogok hosszanak Osszege egy racsnégyzetekbdl allo sokszog keriiletét adja, amely biztosan paros
szam. (A sokszog lehet téglalap vagy hatszog.) Igy az x4 + ya, T + Y, Te + Yo Osszegek koziil vagy egy
paros és ketté paratlan, vagy mind a harom paros.

Ha a péaros 6sszegek koziil valamelyiket két paros szém ad, akkor a megfelel6 oldal felez6pontja racs-
pont, igy készen vagyunk. (Példaul ha x, és y, is paros, akkor az a oldal felez6pontja racspont.)

Ha minden péros Osszeget két paratlan szam ad, akkor ezek szorzata is paratlan. Ezzel szemben ha
két egész szam Osszege paratlan, akkor a szorzatuk paros. Tehat az z,y., Tpyp, Ty, szorzatok koziil
egy paratlan és kettd paros, vagy mind a harom paratlan. Igy az %yaﬂbzywxcyc — Dol | Dol | Tl
mennyiség egy paratlan szam fele. Ez éppen a derékszogi haromszogek teriiletének Osszege, amely
tehat ebben az esetben nem egész szam.

Mivel a négy haromszog egyesitéseként kapott sokszog egész szamu racsnégyzetbdl all, a teriilete egész.
Az eredeti haromszog teriilete is egész, tehat a derékszogld haromszogek osszteriilete is egész. Igy az
el6z6 eset nem allhat fenn. Ezzel az allitast belattuk.
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4. Egy tornasorban n kiilonb6z6 magassagu ember all, balrél jobbra névekedve. Megkérhetiink négy
szomszédos embert, hogy forditsak meg a sorrendjiiket (tehat ha A, B, C, D sorrendben alltak eddig,
akkor a miivelet utan D, C| B, A sorrendben fognak allni).

Elérhets-e ilyen négyes megforditdsok egymésutanjaval, hogy megint tornasorban legyenek, de most
jobbrol balra névekedve, ha

(a) n=9; (b) n =107

Megoldas. (a) Elérhetd ilyen cserékkel:

ABCDE(FGHI) — ABCD(EIHG)F — ABC(DGHI)EF — (ABCI)HGDEF —
I(CBAH)GDEF — IH(ABCG)DEF — IHGCB(ADEF) — IHGC(BFED)A —
IHG(CDEF)BA —- IHGFEDCBA

(b) Nézziik meg, hogy hany olyan emberpar van, aminél a bal oldali ember a magasabb. Kezdetben 0
ilyen par van, és az a célunk, hogy a végére minden ilyen legyen, azaz % = 45 ilyen par legyen.

Egy lépésben 4 ember sorrendje fordul meg, azaz %3 = 6 par cserélédik meg.

Ha a csere el6tt a 4 ember 6 parja x esetben magasabb a bal oldali ember, akkor a csere utan 6 — z
esetben lesz az. Lathato, hogy ha x paros, akkor 6 — x is paros, ha x péaratlan, akkor 6 — x is péaratlan.
Mivel minden lépésben paros sokkal tud véltozni az ilyen parok széma, igy nem érheté el az, hogy a

végén pératlan sok ilyen par legyen.

A feladatokat Osszeallitotta: Hujter Bélint, Juhasz Péter, Karolyi Gergely, Nagy Kartal.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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