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53. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos donté — 1. nap — 2024. majus 24.
HETEDIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Jelolje ,A” azoknak a négyjegyd szamoknak a szamat, amelyek felirhatéak harom egymast kovetd
pozitiv egész szam Gsszegeként. Legyen , B” azoknak a tizjegyt szamoknak a szama, amelyek felirhatoak
hérom egymast kovets pozitiv egész szam szorzataként.

Melyik a nagyobb, ,A” vagy ,B”?

Megoldas. A vizsgilt négyjegyt szamokbol van tobb, azaz
A> B.

Ennek belatasahoz kiszamitjuk A pontos értékét, majd belatjuk, hogy B ennél kevesebb.

Egyrészt 332 4 333 + 334 = 999 még haromjegyt, de 333 + 334 + 335 = 1002 mar négyjegyd. Masrészt
3332 + 3333 4 3334 = 9999 még négyjegyd, de 3333 + 3334 + 3335 = 10 002 mér Otjegyd.

Tehat pontosan akkor lesz harom egymast kovets pozitiv egész szam Gsszege négyjegyi, ha a legkisebb
osszeadando legalabb 333 de legfeljebb 3332.

Ilyen egész szambol 3332 — 333 + 1 = 3000 db van, tehat A = 3000.

Most becstiljiikk meg B-t. A legkisebb alkalmas szorzatot keresve megéllapithatjuk, hogy:

999 - 1000 - 1001 = 999 999 000 még kilencjegytd, de 1000 - 1001 - 1002 = 1 003 002 000 mar tizjegyd.
Ha B > A = 3000 lenne, akkor a 3999 - 4000 - 4001 szorzatnak még tizjegyiinek kellene lennie

(itt 3999 = 1000 + 3000 — 1, igy kaptuk ezt a szdmharmast). Azonban

3999 - 4000 - 4001 > 3000 - 3000 - 3000 = 27 000 000 000,

tehat a 3999 - 4000 - 4001 szorzat (legalabb) 11-jegyti.
Ezzel belattuk, hogy A > B.

Megjegyzés. Szamologéppel (vagy sok tiirelemmel) meghatarozhato a legnagyobb alkalmas szorzat
is: 2153 - 2154 - 2155 = 9 993 946 110 még tizjegyd; mig 2154 - 2155 - 2156 = 10 007 871 720 mar
11-jegyt. (Segithet a v/10 ~ 2,1544 kozelits érték.) Tehat B = 2153 — 1000 + 1 = 2154.
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2. Egy tablara Elemér felirt az 1,2, 3, ..., 2023 szamok koziil néhanyat. Minden szam legfeljebb egyszer
szerepelt a tablan. Tudjuk, hogy a tablan 1év6 szamok koziil akarhanyat valasztunk ki, a kivalasztott
szamok Osszege soha nem lesz pontosan 2024. Legfeljebb hany szamot irhatott fel Elemér a tablara?

Megoldas. Vegyiik a kdvetkezd szamokat: 1012, 1013, 1014, ..., 2022, 2023. Ha ezek a szamok vannak
a tablan, akkor nincs olyan 6sszeg, amely 2024-et adna, hiszen az elképzelhets legkisebb Osszeg is mar
nagyobb 2024-nél: 1012 + 1013 = 2025.

Ez 1012 darab szam, tehat ennyit felirhatott Elemér a tabléra.

Lassuk be, hogy 1012 szdmnéal tobbet nem irhatott fel. Tekintsiik az alabbi csoportokat:

(1,2023), (2,2022), (3,2021), ..., (1011, 1013), (1012).

(Egy kivételével minden csoportban két szam van, és minden szam benne van pontosan egy csoport-
ban.)

Ez 6sszesen 1012 csoport. Ha tehat a tdblan 1012-nél tobb szam lenne, akkor legaldbb az egyik cso-
portbol két szam is a tablan lenne a skatulyaelv miatt. Ez azonban lehetetlen, hiszen ha egy csoportbol
vesziink két szamot, akkor azok Osszege éppen 2024.
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3. Az ABCD téglalap AB és AD oldalara kifelé megrajzoljuk az ABF és ADFE szabalyos haromszo-
geket. Bizonyitsd be, hogy a C'EF haromszog szabélyos.

Megoldas. Készitsiink abrat. p 3 I
A D A i D
F F 3
B C B | C

A BC szakasz felezmerdélegese egyben az AD felezémerdlegese is, ezért dtmegy az F ponton. Ezért

BE = CF, hiszen ez a két szakasz egymas képe a fenti felezmerdlegesre tiikrozve.
E Masrészt vegyiik észre, hogy F' B felez6merd6legese és

az AE egyenes egybeesik.

Ezt példaul igy lathajtjuk be:

Legyen F'B felez6pontja GG. Ekkor az ABF szaba-
lyos haromszogben az AG egyszerre felezGmerdleges
és szogfelezs, ezért GAB< = 30°. Vilagos, hogy
BAD< =90° és DAE< = 60°, tehat:

A D GAE< = GAB<+ BAD<+ DAE<
30° + 90° + 60° = 180°.
I Tehat a GA és az AE szakasz egyenesszoget zar be,
igy tartoegyeneseik egybeesnek.
B J o Ebbdl az kovetkezik, hogy EF = E B, hiszen egymas

! képei az AFE egyenesre tiikrozve.
Azt kaptuk tehét, hogy EC' = EB = EF, amibdl nekiink az a fontos, hogy FC = EF.

Ugyanilyen modszerrel belathato, hogy FC' = F'D (ehhez az AB felez6merdlegesére tiikroziink), illetve
FD = FFE (ehhez az F A egyenesre — egyben DFE felez6merdlegesére — tiikroziink). Kovetkezésképpen
FC=FE.

Osszefoglalva: a CEF haromszogben EC = FE = FC, tehat valoban szabélyos.
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Masodik megoldas. Készitsiink abréat.

E E

B C B C

Vegyiik észre, hogy FBC' és CDFE haromszogek egybevigok, hiszen
BC = AD = DE, illetve FB = BA=CD;
a két megegyezs oldal altal bezart szog pedig:
CBF<14=CBA<+ ABF<1=90°+60° = ADC<a+ EFDA< = EDC<«.

Kovetkezésképpen FC' = CFE (azaz CEF egyenld szaru).

Elegendé belatnunk, hogy EC' F< = 60°, ebbdl kovetkezik, hogy F'C'E haromszog szabalyos.
Vilagos, hogy ECF< = DCB< — (DCE< + FCB<).

Az FBC és CDFE haromszogek egybevagosaga miatt DC'E<t = BFC<, azaz

DCE<«+ FCB< = BFC«+ FCB< = 30°,

hiszen BFC< és FCB< két bels§ szoge az F BC' haromszognek, melynek harmadik bels szogérsl
(CBF<) mar megéllapitottuk, hogy 150°.

Osszegezve a fentieket éppen azt kapjuk, amit szerettiink volna belatni:

ECF< = DCB< — (BFC<+ FCB<) = 90° — 30° = 60°.
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4. Ossz fel egy 10 egység oldalhosszusagi négyzetet hét darab egyenld szara, derékszogi haromszogre,
amelyek teriilete novekvé sorrendben: 1, 2, 4, 9, 16, 18, 50 teriiletegység.

A teljes pontszdm eléréséhez elengendd megadni eqy olyan dbrdt, amelyrdl a felosztds egyértelmien
leolvashato. Az dabrdn jelezd azt is, hogy melyik hdromszdg terilete mekkora.

Részpontszdm jarhat olyan érdemu észrevételekért, amelyek segitik egy helyes felosztdas megtaldldsdt.

Megoldas. A helyes felosztés:

18

50

Megjegyzés.

Az 50 teriiletd haromszog az egész négyzet teriiletének felét fedi le — ez csak tgy lehet, ha a négyzet
egyik atloja megegyezik az atfogdjaval.

A 2, 18 és 50 teriiletti haromszogek befogoi egész hosszusaguak, rendre: 2, 6, 10.

Az 1, 4, 9 és 16 teriilett haromszogeknek viszont az atfogoi lesznek egész hosszusaguak,

rendre: 2, 4, 6 és 8.

Ebbdl megsejthetjiik, hogy ha egy a 10 x 10-es négyzetiinket egy négyzetracson helyezziik el, akkor a jo
felosztasban a 2, 18 és 50 teriiletti haromszogeknek a befogdi lesznek parhuzamosak a racsvonalakkal;
mig a tobbi darabnél az atfogo lesz valamelyik racsvonallal parhuzamos.
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5. Egy korasztal koriil kiilonb6z6 életkori emberek iilnek és a kdvetkezs jatékot jatsszak: valamelyikiik
felall, a két szomszédja egymassal helyet cserél, majd az allo jatékos visszaiil a helyére.

Azt szeretnék elérni, hogy mindenkinek a jobb oldalan néla idésebb ember iiljon, kivéve a legidGsebbet,
akitdl jobbra a legfiatalabb foglaljon helyet.

[gaz-e, hogy el tudjak érni a céljukat, akarmilyen sorrendben is iiltek le az elején, ha

(a) 10 (b) 11

ember lt kezdetben az asztal koril?

Megoldas.

(a)

Szamozzuk meg sorban a székeket 1-t6l 10-ig. Minden ember, aki atiil valamelyik masik helyre,
akkor 2-vel kisebb vagy nagyobb sorszamu helyre (vagy ha atlépi az 1-es és 10-es szék kozti vona-
lat, akkor 8-cal kisebb vagy nagyobb sorszamu helyre) fog atiilni. Mivel a hely sorszdma mindig
paros sokkal valtozik, igy aki kezdetben péros sorszamu széken iilt, az végig paros sorszamun
fog, aki kezdetben pératlanon, az végig paratlanon fog iilni.

Ha kezdetben a legidGsebb és a legfiatalabb is paros sorszamu székre iilt, akkor 6k végig paros
széken lesznek, vagyis soha nem tudnak egymas mellé iilni, igy ekkor nem tudjak elérni a céljukat.

Szamozzuk meg sorban a székeket 1-t6l 11-ig. Minden ember, aki atiil valamelyik masik helyre,
akkor 2-vel kisebb vagy nagyobb sorszamu helyre (vagy ha atlépi az l-es és 1l-es szék kozti
vonalat, akkor 9-cel kisebb vagy nagyobb sorszamu helyre) fog atiilni.

Rendezziik at a székeket a kovetkezs sorrendbe: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 2, 4, 6, 8, 10. Megfigyelhetd,
hogy ebben a sorrendben pontosan azok a székpéarok vannak egymas mellett, amik kozt az
el6z6 elrendezés szerint lehetett helyet cserélni. Vagyis ha tartjuk az el6z6 elrendezés szerinti
cserélgetések szabdlyait, akkor most a szomszédos székek kozti emberek tudnak majd helyet
cserélni.

Els6ként cseréljiik meg paronként az embereket ugy, hogy a legfiatalabb keriiljon az 1-es székre.
Ezutdn az 1-es széket nem hasznélva cseréljiik a 3-as székre a harmadik legfiatalabb embert,
majd az 5-0s székre az 6todik legfiatalabbat, és igy tovabb, minden székre cseréljiik be az adott
sorszamnak megfelel§ korta embert.

Ha mindenki a helyére keriilt, akkor a székeket az eredeti sorrend szerint visszarendezve a felté-
teleknek megfelels sorrendet fogunk kapni, vagyis ekkor minden esetben el tudjak érni a céljukat.

A feladatokat Osszeallitotta: Hujter Bélint, Juhasz Péter, Karolyi Gergely, Nagy Kartal.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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