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49. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Megyei fordulé — 2020. szeptember 25.
HETEDIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Héphaisztosz, Dioniiszosz és Poszeidon Osszevesztek azon, hogy harmuk koziil ki a legszebb, és
ki a legokosabb. Az allaspontok a kdvetkezSk voltak:
e Héphaisztosz: Poszeidén a legszebb. En vagyok a legokosabb.
e Dioniiszosz: Héphaisztosz a legszebb. En vagyok a legokosabb.
e Poszeidon: En vagyok a legszebb. Dioniiszosz a legokosabb.
Ki a legokosabb, és ki a legszebb val6jaban, ha tudjuk, hogy a legokosabb mindkét kérdésben az
igazsagnak megfelelGen nyilatkozott, mig a legszebbnek mindkét allitasa téves volt?

Megoldas. A kérdésben megfogalmazott feltételbdl kovetkezik, hogy a legszebb és a legokosabb
két kiilonbo6z6 személy.

A legokosabb ember azt fogja mondani, hogy 6 maga a legokosabb. Ezért Poszeidon nem lehet
a legokosabb.

Ha Héphaisztosz lenne a legokosabb, akkor Poszeidon a legszebb, vagyis Poszeidon mindkét
allitasa hamis, de ez ellentmond annak, hogy Poszeidén a legszebb.

Csak az a lehetGség maradt, hogy Dioniiszosz a legokosabb, és igy éllitasa alapjan Héphaisztosz
a legszebb. Ez Osszhangban van azzal, hogy a legszebb ember mindkét &llitdsa hamis, hiszen
Héphaisztosz mindkét allitasa ellentmond az eddig rogzitett tényeknek.

Tehat Dioniiszosz a legokosabb és Héphaisztosz a legszebb.

2. Hany olyan 2020-nal kisebb pozitiv egész szdm van, amelyben a szamjegyek szorzata 207

Megoldas Fel kell bontanunk a 20-at legfeljebb négy darab egyjegyl szam szorzatara. Ha négy
tényez6t hasznalunk, akkor legalabb az egyiknek egynek kell lennie, kiilonben nem tudnank
2020-nal kisebb négyjegyi szamot Osszeallitani a szamokbol. Azt is lathatjuk, hogy a négyjegyt
megoldasoknak 1-essel kell kezd&dnie.

Soroljuk fel a lehetséges felbontésokat, felhasznalva, hogy 20 = 2% . 5:

e 20 =54, a lehetséges szamok: 45, 54



TUDOMANYOS ISMERETTERJESZTO TARSULAT
1088 Budapest VIII., Brody Sandor u. 16.
Postacim: 1431 Budapest, Pf. 176.
E-mail: titkarsag@titnet.hu; honlap: www.titnet.hu; www.ixam.hu
Telefon: 483-2540, 327-8900; fax: 327-8901
NSZFH nyilvantartasba vételi szam: E-000226/2014

e 20 =5-4-1, a lehetséges szamok: 145, 154, 415, 451, 514, 541

e 20=5-4-1-1, a lehetséges szamok: 1145, 1154, 1415, 1451, 1514, 1541
e 20 =5-2-2, alehetséges szamok: 225, 252, 522

e 20=5-2-2-1, a lehetséges szamok: 1225, 1252, 1522

Osszesen 20 pozitiv egész felel meg a feladat feltételeinek.

. Az ABCD paralelogramma AB oldalanak belsejében levé E pontra teljesiil, hogy AD = DFE,
DC = EC és EB = BC'. Hatarozd meg a paralelogramma szogeit.

Megoldas. Készitsiink dbrat és legyen DAB< = a.
D C

A E B

AD = DE miatt DEA< = a. Mivel DEA< és EDC'« valtoszogek, ezért EDC< = a.
DC = EC miatt DEC< = « is teljesiil.
Végil EB = BC miatt CEB< = ECB< = f5.

Az F pontnal egy egyenesszoget bontottunk héarom részre, igy 2a + 5 = 180°.

Emiatt (hasznélva a haromszog belss szogeinek Osszegére ismert értéket) ADE< = DCE< = p.
Most a paralelogramma szemkozti szogeinek egyenléségébdl o = 23.

Visszatérve az ismert Osszegre 2o+ = 180° = 45 + § = 180°, innen [ = 36°, ezért o = 72°.

Tehat a paralelogramma szogei: 72°, 108°, 72°, 108°, felhasznélva, hogy az azonos oldalon fekv§
szogek 180 fokra egészitik ki egymast.

. Egy 4 x 4-es tablazat sorait és oszlopait is megszamoztuk 1-t6l 4-ig. Ezutéan 1 2 3 4

pottyoket tettiink néhany mezébe (egy mez6be akar tobbet is) tgy, hogy

minden sorban és minden oszlopban Gsszesen pontosan annyi potty legyen,

mint amennyi az adott sor, illetve oszlop sorszama.
Hany mez6 maradhatott tiresen? Adj példat minden lehetséges értékre, és

=~ W DN —

indokold meg, hogy més érték miért nem lehetséges.

Megoldas. Minden sorban van poétty, hiszen minden sorban pozitiv az 0sszeg. Ezért legalabb
négy mezoén kell legyen potty, azaz legfeljebb tizenkét mezé lehet tires.
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Soronként 6sszeszamolva azt kapjuk, hogy hogy 0sszesen 1+2+3+4 = 10 pottyot kell elhelyezni
a tablazat mezGin. Ezért legfeljebb tiz mezdére juthat potty, azaz legalabb 6 mezé tires.

Tehéat az lires mez6k széma legalabb hat és legfeljebb tizenkettd. Ezen hatarok kézott mindegyik
eset lehetséges, amint az alabbi példak mutatjak.

A példakban pottyoket nem rajzoltunk, ehelyett beirtuk az egyes mez&kbe, hogy hany pottyot
tennénk oda.

1 1 1 1
2 171 1 1 1] 1
3 3 211 1711
4 4 4 4
(12 iires mezo) (11 iires mezd) (10 iires mezd) (9 iires mezo)
1 1 1
1 1 1 1 171
211 17111 1711
2111 11211 171711
(8 tires mezo) (7 tires mezo) (6 tires mezo)

5. Egy pozitiv egész szamot vdltakozo osztdsorozatinak neveziink, ha névekvs sorrendbe irva az
Osszes osztojat, felvaltva kovetkeznek a péaros és paratlan szamok. (Példaul a 42 valtakozd osz-
tosorozati, hiszen az osztoi novekvs sorrendben: 1,2,3,6,7,14,21,42.)

(a) Adj meg egy valtakozo osztosorozatiu szamot, amelynek legalabb 12 kiilénb6z6 osztoja van.

(b) Van-e 1-nél nagyobb valtakozo osztosorozatt négyzetszam?

Megoldas

Az (a) részre sokféle példa adhato. Példaul 486 = 2 - 3° megfelels szam. Ennek oszt6i nagysag
szerinti sorrendben:

1<2<3<6<9<18<27 <54 <81 <162 <243 < 486.

A konstrukei6 lényege, hogy ha x < 486 egy paratlan oszto, akkor x < 2z < 3z, ahol 2z és 3z is
oszt0, és a 2x oszton kiviil més osztd nem esik x és 3x kozé.
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A 486 = 2- 3% szamhoz hasonléan, minden 2- 3% alakti szdm (ahol k > 5), s6t minden 2 - p* alaku

szam (ahol k > 5 és p egy paratlan primszam) jo példat szolgaltat.

Egy maésik j6 példa: 1806 = 42 - 43. Ennek oszt6i nagysag szerinti sorrendben:
1,2,3,6,7,14,21,42,43, 86, 129, 258, 301, 602, 903, 1806.

Ezeb példa miikodésének kulcsa kovetkezs észrevétel: ha egy n péaros szam valtakozo osztosoro-
zatl, mig p egy n-nél nagyobb primszam, akkor p - n is véaltakoz6 osztésorozatu lesz. Ilyenkor
ugyanis p-n osztoinak névekedd sorozata gy allithato els, hogy az n sorozatdnak végére odairjuk
mégegyszer ugyanezt a sorozatot, csak minden tagot p-szeresére novelve.

A két eddig bemutatott modszer 6tvozésével kaphatd meg a legkisebb valtakozo osztosorozatu
szam, amelynek legalabb 12 osztéja van. Ez a 342 = 2 - 3% . 19, ennek osztoi:

1,2,3,6,9,18,19, 38,57, 114, 171, 342.

A (b) rész kérdésére a valasz: nincs.

Indirekt bizonyitast alkalmazunk. Tegyiik fel, hogy létezik 1-nél nagyobb nagyobb valtakozo
osztosorozatll négyzetszam, ezt jelolje n. Vildgos, hogy n paros szam kell legyen, kiilénben az
Osszes osztOja paratlan volna. Innen tobbféleképpen ellentmondashoz tudunk jutni:

(1. gondolatmenet) Mivel n paros és négyzetszam, ezért oszthato 4-gyel is. n névekedd osztosoro-
zatanak a vége igy fog kinézni: ..., 3, n. Ezek kozott mar nem lehet egyéb oszto, hiszen n-t vele
elosztva a hanyados 1-nél nagyobb, de 2-nél kisebb lenne, nem lehetne egész. Mivel n oszthato
4-gyel igy 5 ¢s n egyardnt paros szamok, nem teljesiil a valtakozés. Ellentmondas.

(2. gondolatmenet) Mivel n paros és négyzetszam, ezért oszthatd 4-gyel is. Ekkor minden p
paratlan osztojahoz p paratlan osztohoz hozzarendelhetjitk a 2p és 4p osztoit. Igy minden pa-
ratlan osztohoz két paros osztot rendeltiink hozzéa (kiilonboz6 paratlan szamokhoz kiilonbozs
parosakat), igy legalabb kétszer annyi paros osztdja van n-nek, mint paratlan. Marpedig az 1-
nél nagyobb véltakoz6 osztésorozatu szamoknak nem lehet t6bb péaros osztdja, mint paratlan,
hiszen a névekvs sorozatban felvaltva jonnek a paratlan és a paros osztok, és a sorozat elss tagja
paratlan. Ellentmondas.

(3. gondolatmenet) A négyzetszamoknak paratlan sok osztojuk van. (Ez az allitas kozismert,
a versenyen elfogadjuk kiilon bizonyitas nélkiil. Megjegyezziik, hogy osztoparokkal a bizonyitas
sem nehéz.) Mivel az n legkisebb osztoja (az 1) péaratlan és valtakozva kovetkeznek, ezért a
novekvs sorrendben paratlanadik osztok mind paratlanok lesznek. De igy a legnagyobb oszto, n
maga is paratlan kell legyen. Ellentmondas.

A feladatokat Osszeéllitotta: Gyenes Zoltan, Hujter Balint, Nagy Kartal, Sandor Andras.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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